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L’objet de ce travail est de prbciser en les raffrnant les congruences de N. Katz 
(A&risque 41-42, 1977, 55-65; J. Fat. Sci. Univ. Tokyo 28, 1982, 667678) entre 
nombres de Bernoulli-Hurwitz, attaches a une courbe elliptique supersinguliere. 
Pour cela nous adoptons entierement le point de vue ekmentaire de N. Katz 
(J. Fat. Sci. Univ. Tokyo 28, 1982, 667-678). 0 1990 Academic press, ~nc. 
1. INTRODUCTION 
Soit K un corps quadratique imaginaire, H le corps de classe de Hilbert 
de K, et E une courbe elliptique definie sur H et ayant des multiplications 
complexes par l’anneau 0, des entiers de K. Soit 
y*=4x3- g,x- g,; g25 g3 E OH (E) 
un modtle de Weierstrass de E/H. On difinit la suite des nombres de 
Bernoulli-Hurwitz BH(n) E H (n pair multiple du nombre de racines de 
l’uniti: de K) par: 
P(z) = 1/z* + c B:(;; 2, 5 
?I,2 
ou S est la fonction de Weierstrass attachee au modile (E). Soit p > 3 un 
nombre premier inerte dans K. On suppose que le modele (E) admet bonne 
reduction en un ideal premier p de H en dessus de p, autrement dit que son 
discrimiant g:- 27g: est p-inversible. Soit O(H,) l’anneau des entiers 
p-adiques du complete H, de H en p. L’hypothese p inerte dans K permet 
d’identifier canoniquement O(H,) au complete p-adique R = 0, @Z, de 
0, en p, ce que nous supposons desormais dans la suite. La courbe corre- 
spondante E/R a done bonne reduction supersinguliere en p et on sait qu’il 
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existe une racine de I’unite E = s(p) dans K telle que l’endomorphisme de 
Frobenius: 
(x3 Y) + (xPZ, YP2) 
de la courbe reduite i?= E/Fp2 co’incide avec la reduction modulo p de la 
multiplication complexe par -.sp. Soit S l’anneau des entiers de l’extension 
non ramifite maximale de H,. Notons y une p-unite de Sz verifiant: 
Y p2-1- - -&- 
1 P(P2 - I)! 
PP(P2- 1)’ 
Nous normalisons les nombres BH(n) (consider&s comme elements de 
R@Q) comme dans [Kal, Ka2] en posant, b ttant un element de OK 
premier a p fix& 
L(n)-(1-b”+2)(1-p”)BH(n+2) 
ynpcnPl(P2- I)1 n+2 ’ 
[x] = partie entiere de x, 
que l’on regarde done comme elements de Q. 
D’apres [Kal, Ka2], les nombres L(n) sont p-entiers et verifient les 
congruences: 
L(n + p”(p2 - 1)) 2 L(n) (mod P”) 
pour tout entier a > 1 (1.1) 
L(n + p* - 1) = L(n) (mod P) 
sinf0, p, 2, . . . . (p- 1)~ (mod p* - 1). (1.2) 
En examinant les demonstrations de [Kal, Ka2] il est facile de voir 
que sous les restrictions n f 0, p, 2p, . . . . (p - 1) p (mod p* - 1 ), la lkre 
congruence a lieu en fait modulo pa+ ‘. D’autre part la 2”“’ congruence 
est certainement fausse pour n = 0 (mod p*- l), par exemple si b* f 1 
(mod p) on a: 
L(p* - 1) = (p - unite) pSp2+, , 
ou Sk = BH(k)/k! designe la serie d’Eisenstein de poids k associee au rtseau 
des p&odes de 9. Le nombre pSpz+ 1 est p-entier et c’est souvent une 
p-unite (cf. congruence (3.2.1) du 53 et [Robl, p. 3531 pour des exemples 
numeriques); s’il en est ainsi et si b2 f 1 (mod p), puisque L(0) =O, on a 
bien: 
up* - 1) f L(O) (mod P). 
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En fait nous verrons ci-dessous que: 
L(n(p2- l))wqp*- 1) (mod P). 
et done en general pour n f m (mod p): 
W(P’ - 1)) f Umtp* - 1)) (mod P). 
En testant les restrictions n $0, p, 2p, . . . . (p - 1) p (mod p* - 1) imposees 
dans [Kal, Ka2] j’ai constate, numeriquement d’abord, que l’on a en fait 
le resultat suivant 
TH~OR~ME 1.1. Soit a et n des entiers > 0. Si n $0 (mod p2 - 1) on a 
L(n + pyp* - 1)) = L(n) (mod p” + ‘). (1.1.1) 
Si n E 0 (mod p2 - 1) et n # 0, posons L’(n) = L(n)/n; alors L’(n) est p-entier 
et on a: 
L’(n + pa(p2 - 1)) - L’(n) (mod p”+ ‘). (1.1.2) 
La preuve de ce thtoreme est entierement baste sur les deux proprietb 
suivantes de L(n): 
Pl. Pour tout entier n E [2, p2 - 33, on a 
L(n+p*-l)zL(n) (mod P). 
L’idee de la preuve de Pl est inspiree de [Rob21 (cf. $5.1 preuve du 
lemme 15). Cette preuve fera l’objet du $3. 
Posons pour a entier 2 0 et f: N + Q 
(~,f)(n) = f(n + PO(PZ - 1)) -f(Q), 
et par recurrence 
(CL)(n)= f (y) L(n + kp”(p* - l))( - l)m--k, (1.3) 
k=O 
relation qui s’inverse par: 
(1.4) 
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~~ 2ibme propriete dont nous aurons besoin est une forme de congruence 
de Kummer: 
P2. Pour tous entiers a, m, n 2 0 on a: 
(AyL)(n) = 0 (mod p [“da + I- l/P)] )* 
Cette propribte se dtduit de la representation integrale des L(n) donnee 
dans [Kal], nous en donnons une preuve complete dans le contexte 
Clementaire de [Ka2], ca sera l’objet du §2. Rappelons aussi que d’autres 
resultats de rationalite voisins ont et& obtenus par J. Boxall et K. Rubin, 
cf. [Box& Box2, Rub]. Enfin le thtorlme 1.1 laisse penser (quoique que je 
n’ai pas v&if% dans le detail les calculs correspondants) que les exceptions 
imposees dans le th. 4, p. 343 de [Rub] n’ont pas lieu pour p inerte dans 
K et > 3. Voyons comment en utilisant (1.4), le theoreme 1.1 se dtduit 
facilement de Pl et P2. 
Preuoe de (1.1.1). D’apres (1.4) on peut Ccrire: 
L(n + p”(p2 - 1)) = L(n) + p”(L(n + pyp2 - 1)) - L(n)) 
k@)(n). 
Par P2, chaque terme de la somme du second membre a pour valuation 
p-adique: 
2 [a - v,(k) + k(l - l/p)]. 
On a 
k( 1 - l/p) - v,(k) 2 1, pour ka2; (1.5) 
en effet on se ram&e aussitot au cas k = p” et on raisonne par recurrence 
sur S. D’oh on en deduit 
L(n + pa(p2 - 1)) -L(n) G p”(L(n + p2 - 1) -L(n)) (mod p”+ ‘). 
On est done amen& a voisir si pour n $0 (mod p2 - 1) 
L(n + p2 - 1) = L(n) (mod P), 
ou de facon equivalente si pour n E [2, p2 - 31 et m entier 2 0 on a 
L(n+m(p2-l))rL(n) (mod P). (1.6) 
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Ecrivons 
L(n+m(p2-1))-L(n)=m(L(n+p2-l)--(~))+ f (;)(‘@)(n). 
k=2 
Par Pl on a 
L(n+p2- 1)-L(n)=0 (mod PI; 
par P2 on a 
(AiL)(n) SE 0 (mod P Ik(l ~ l/p)1 ). 
Or pour k>2 on a k(1 - l/p)> 1, d’ou (1.6) en resulte. L’assertion (1.1.1) 
du theorbme est demontree. 1 
Preuue de (1.1.2). Pour m entier > 0 Ccrivons: 
L(m(pZ-l))=L(O)+ c ; 
0 
(&4(O); 
k=2 
comme L(0) = 0, on a 
L’(m(p2 - 1)) = L(m(p2 - 1 ))/(m(p2 - 1,) 
(1.7) 
Comme 
up ((At;)(O)) 
2 CWl - VP) - u,(k)] >, 0, 
pour k >, 1 par (1.5), on voit que L’(m(p’- 1)) est p-entier (ceci est 
d’ailleur une consequence de (l.l)!). On deduit de (1.7) que: 
L’(m(p2-1)+p”(p2-l))-L’(m(p*-1)) 
11 faut montrer que le second membre est divisible par p”+ ‘. Fixons l’entier 
k compris entre 2 et m, et soit ps la plus grande puissance de p inferieure 
ou &gale a k - 1; il est facile de construire par recurrence sur k une bijection 
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cp: { 1, 2, . ..) k-i} + (1, 2, . . . . k - l} tel que (m - cp(i))/i soit p-entier pour 
tout iE { 1, . ..) k - 1 }, on a alors 
Done le terme d’indice k de la somme du second membre dans (1.8) a une 
valuation p-adique 
u(k) a [a-s + k( 1 - l/p) - v,(k)]; 
si k6p on a s=O et 
v(k) 3 [a + k( 1 - l/p) - u,(k)] a a + 1 pour ka2, 
sik>pona 
ce qui se montre facelement par rtcurrence sur v,(k), d’oi 
u(k)3 a+ 1 +;(p-2)-s 
1 1 
aa+1 +ps-l(p-2)-s 
>a+l. 1 
Remarques. (1) Par (1.1.2) on a 
L’(mp”(p’ - 1)) = L’(mpO+ l(p2 - 1)) (mod pa+‘) 
done la suite L’(mp”(p’ - 1)) admet une limite p-adique, en fait indb 
pendante de m. On peut alors donner un sens $ L’(0) en posant: 
L’(0) = .tT, L’(mp”(p2 - 1)) 
et on a pour tous entiers a, in > 0 
L’(0) s L’(mp”(p2 - 1)) (mod pa+‘) 
c’est $ dire que (1.1.2) reste vraie pour n=O. Par la congruence (3.2.1) on 
a L’(0) 3 S2 (mod p), le calcul montre que L’(O)$S, (mod p2) et il 
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est inttressant de trouver le lien precis entre L’(0) et &. Ce lien semble 
dtpendre non seulement de p mais aussi du corps K. 
(2) Le develleppement de Y(z) suggere de poser S, ( = BH(0)) = - 1. 
Posons k = n + 2 et Ccrivons: 
1-b” 1 
L(n)= 7 .k-2 ( > . (1 -pk-2). BH(k). Y (1.9) 
Le mCme argument que dans (1) montre que pour k = mp”(p* - 1) -+ 0 
p-adiquement (a + + 03), L(n) admet une limite p-adique independante de 
m. On peut alors se demander si cette limite n’est pas l’expression obtenue 
en faisant k = 0 dans (1.9), soit 
L(-2)= -Log,(b).~.(l-p-~‘).(--l) 
ou log, designe le logarithme p-adique. 11 est surprenant que la reponse est 
positive, la preuve en sera don&e au 54. 
2. CONGRUENCES L&ES AUX GROUPES FORMELS 
Soit G un groupe formel commutatif A un parametre defini sur un 
anneau comutatif R et X un parametre de G. Soit 
F(X, Y)=X+. YE R[[X]] 
la loi de G, oti l’on identifie l’anneau des coordonnees de G a R[ [Xl] 
anneau des serie formelles en X. On detinit comme dans [Ka2] l’algebre 
Diff(G) des operateurs differentiels, R-lineaires et G-invariants de R[ [X] J. 
C’est un R-module libre ayant pour base la suite D(n) (n E N) definie par, 
pour tout fE RI: [Xl]: 
fW+, Y)= 2 an)(f) Y” dans R[[X, Y]]. (2.1) 
?I>0 
On a D(0) = identite de R[ [X]] et D =def D(1) est la derivation 
G-invariante de R[ [Xl] normalisee par D(X)(O) = 1. 
On suppose dans la suite que R est Z-libre. Le groupe formel G admet 
alors une sirie unique L(X) dans R @ Q [ [X] ] veriliant: 
L(X+, Y) = L(X) + L( Y) 
L(X) - x (mod X2). 
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C’est le logarithme normalise de G. Ecrivons 
x+0 Y=L-‘(L(X)+L(Y)); 
dans (2.1), on obtient que 
1 d -- 
D = L’(X) dX’ V-2) 
Posons @(U)=C,., o(n) U” E Diff(G)[[U]]. De la structure multi- 
plicative de Diff(G) (cf. [Ka2, $l]), il vient que: 
@(U+, V)=@(U)@(V). (2.3) 
D’ou on en deduit 
PROPOSITION 2.1. La skrie Q(U) est don&e par 
n;, D(n) u” = expPL( W. 
Preuoe (cf. [Ka2]). Soit N un entier. Notons [N] l’endomorphisme 
“multiplication par N” de G. La serie L,(U) =log(@(U)) vhifie: 
L,(CNI) = NL,(U) 
comme Diff(G) est saris torsion, les seule skies verifiant cette relation sont, 
si N> 1, de la forme cL( U) (c E Diff(G) @ Q). (Le calcul du iikme coeffkient 
de L,(U) se fait par recurrence sur i et necessite une division par N’- N.) 
On a done 
Q(U) = exp(cl( U)) 
identifiant les terms en U, on trouve c = D. 1 
Dans la suite on suppose que R est l’anneau des entiers dune extension 
finie de QD,, p 22. Soit M E R* une unite de R, on suppose que G est 
l’unique groupe formel A un parametre sur R tel que: 
[p]X= px+ ax? 
Comme dans [Ka2], on le note G(a); on a: 
LEMME 2.2. La skrie L(X) est de la forme: 
L(x)=x+ep2+ C eixl+i(p2--l) 
ip2 
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auec (1 + i(p* - l))ei E R; 
0 = al@ - P”‘), O*= 
a*pP2- 1 
(1-P 74p*- ‘))(I _ p-1)’ ... 
Preuve. La premiere affirmation est un resultat classique (cf. [Lan, 
Chap. 81). La valeure de 0 resulte de l’egalite L( [ p] X) = pL(X) et de la 
forme sptciale [p] X = pX + aXp2. 1 
Rappelons quelques proprittes des opkrateurs D(n) liees aux groupes 
G(a) dont nous aurons besoin par la suite 
PROPOSITION 2.3 (cf. [Ka2] ). 
D(n) = D”/n! si O<n<p’-1 (2.3.1) 
D(n+pZ- l)=n&Y/n! +D”++‘/(n+ p*- l)! si O<n<p*-1 
(2.3.2) 
D(n)Pr 0 (mod p Diff(G(a))) si p ne diuise pas n (2.3.3) 
Do E a”‘pD(n/p) (mod p Diff(G(a))) si p diuise n. (2.3.4) 
Preuve. Par la proposition 2.1 on a: 
(mod U2p2- I); 
ecrivons L(U)” = (U+ 0i7P2)n z U” + nfJU”+p2~’ (mod U2p2- ‘); les rela- 
tions (2.3.1) et (2.3.2) en resultent par identification. 
De meme on a d’apres (2.3) 
@([PI U) = @(VP; 
Ccrivons que @( U)p = CnaO D(n)” Unp (mod p) et que 
[p]UzaUP2 (mod PI; 
les relations (2.3.3) et (2.3.4) en resultent. 1 
Soit B de R-module des series des series f E R[ [Xl] vtrifiant 
(2.4) 
La somme &ant prise sur les valeurs L (appartenant a une extension tinie 
de R@ Q) des points de p-torsion de G. 11 est immediat que 9 est stable 
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sous l’action de Diff(G(a)). On se propose d’ttudier les proprittts p-adiques 
des coefficients c(n) dtfmis par 
c(n) = (Pf)(O); f E F. (2.5) 
Ecrivons a la suite de [Ka2] la formule de Taylor: 
f(X+,,,, A) = c ~“mu); 
7220 
l’equation (2.4) tquivaut a: 
z. ( [p;=o i.) ~(n)(f) = 0, 
or 
si n=O 
si (p*- l)tn 
si n=r(p*-l)(ral). 
(2.6) 
Posons Diff le complete p-adique de Diff; il coincide avec l’ensemble des 
operateurs formels Cjaio(i) avec ai E R tel que lim,+, vp(Ui)= + co. 
Posons: 
fkP~.,~* (-p/a)‘D(r(p2- 1)) 
L’tquation (2.6) devient 
dans Diff. (2.7) 
P~~(P*-l)(f)=(l+H)(f) pour tout f E 9. (2.8) 
Notons M= End,(F) I’anneau des R-endomorphismes de 9. Comme R 
est complet, on a une action naturelle (et fiddle) de Diff sur R[ [X]] pour 
laquelle s”I est stable. Pour chaque optrateur A E Diff on note alors ,? sa 
restriction a 9. 
Detinissons l’t%ment X0 de M par: 
x -PZ-1 - -qp*-l)=l+R 
O- up 
(par (2.8)); 
en effet, le module M &ant sans torsion, la notation (l/p) A a bien un sens 
pour A Clement de PM. On a 
ap(p* - l)! 
p2-1 
= pp x (p-unite de R). 
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Sqit comme dans [Ka2] y une p-unit6 (appartenant 6 une extension non 
ramifike Sz de R) telle que 
p -aP(P2- 1Y 
- pqp* - 1) ’ 
alors 
p- 1 
X,=---- p=-1 p’ 
Y P 
(2.9) 
(2.10) 
Noter que la congruence A z B (mod p”M) tquivaut ?I A(f) = B(f) 
(mod,fWC~ll) P our tout f E 9. L’un des avantages de se placer dans 
M plut& que dans Diff @ Q est de ne pas kcarter le cas p = 2 dans le lemme 
suivant: 
LEMME 2.4. Sans restriction SW le nombre premier p on a: 
IPEO (mod PM). 
Preuue. Par (2.7) on a 
Z-I= (p - unitk) xD(2(p2 - 1)) (mod p Diff) 
et, si p # 2, on a d’aprts (2.3.3): 
D(2(p2- l))P=O (mod p Diff); 
de plus, si p = 2, on a d’aprks (2.3.4) 
D(2($- 1))“~&1D(p*- 1) (mod p Diff), 
or d(p* - 1) - 0 (mod pM) puisque (p’ - 1) B(p* - 1) = rwp( 1 + I?) d’aprb 
(2.8). I 
COROLLAIRE 2.5. L’opPrateur X0 est inversible dans A4 et son inverse est 
(1+p)-l=l-~+fp-j73... 
pour la topologie de la convergence p-adique sur M. 
En effet X0 = 1 + B et la she Ck ( - R)k converge dans A4 puisque 
RkZO (mod P CW’I~)~ 
Dans la suite nous aurons besoin de 
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PROPOSITION 2.6. Soient n, m, a des entiers 3 0, on a: 
6” z 0 (mod p cV/(P* - 1 ‘l&j), 
(xg”- l)“sO (mod p[m(a+l-‘lp]j$f) 
sip#20ua=0,(modpm”M)sip=2eta>1. 
(2.6.1) 
(2.6.2) 
Tous se passe comme si B et A’, - 1 agissant sur 9 avaient pour valuations 
p-adiques respectivement p/(p’ - 1) et 1 - l/p. 
Preuve. Pour prouver (2.6.1) Ccrivons 
np=Q(p’- l)+R, O<R<p’- 1 (Q= [np/(p’- 11); (2.11) 
on a Q = R (mod p). Ecrivons 
Q=w+r 
R = q’p + r, O,<r<p; 
alors n = q(p2 - 1) + rp + q’, d’od: 
p = @j&J*- 1)” (py Dq’ 
= (y~*-‘p%YO)q (p! D(p))‘.Df (car D(p) = V/p!, prop. 2.3), 
done 8” est bien divisible par ppq + ’ = pQ, ce qui prouve (2.6.1). 
Pour prouver (2.6.2) nous la ramenons A: 
(X,- l)‘rO (modp’-‘M)si 1 <r<pp; (2.12) 
en effet si (2.12) est vtrifike alors (2.6.2) en rhlte par rkcurrence sur a. En 
effet si a=0 il s’agit de montrer que: 
(X,- l)“=O (mod pCm(l- I/KJ)IM); 
Ccrivons m = qp + r avec 1 G r < p, de sorte qu’on a 
(X,-l)“=((&-l)p)q(X,-l)’ 
s 0 (mod p(P-+?+(r--l)&f); 
or CM1 - l/P)1 = Cdl - VP) + 41 - VP)I = dp - 1) + Cr - r/PI = 
q(p - 1) + r - 1. D’autre part supposons (2.6.2) vrai pour l’exposant a, et 
Ccrivons: 
(xg”+‘-l)m=(XPO(I-l))m(X~Y(p-l)+ . . . +~$+l)m; (2.13) 
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on a 
xp-‘)+ . . . +xg+1 +jyQ-l)P-1 
(mod PM) 
car (“;‘)E(-1)“ (modp) pour Odk<p-1. Par l’hypothese de 
recurrence: 
p-g”- l)P-‘so 
1 
(modpC(P-1)(a+1-1/p)]M)Sjp#20Ua=0 
(modp(P~l)nM) sip=2 
c0mme(p-1)(a+1-1/p)~(p-1)*/p~1saufsip=2eta=0,0na 
(X”,“- l)P-‘50 (modpM)sip#2oua>l; (2.14) 
done dans (2.13) si p # 2 le premier membre est divisible par 
pc”‘” + 1 - I/P)1 + m et sip=2 parp”“+” ce qui prouve (2.6.2) pour l’exposant 
a + 1. 11 reste a prouver (2.12); on a: 
R’ = 0 (mod pr- ‘M) si et seulement si i7’X,, = 0 (mod p’- ‘M) 
car X,, est inversible dans M. Comme H et D commutent on a: 
AT, = $A’ ,(jqjj)qp-l--r; 
Y P 
pour tvaluer (Rn)” considerons la relation 
DPZ 
D(P’) = (pz)! f OD; (2.16) 
qui est le cas particulier n = 1, de (2.3.2). Compte tenu de la congruence 
pO=a (mod p2) 
la relation (2.16) combinee avec le cas particulier n = p2 - 1 de (2.3.1) et la 
definition (2.8) de l’action de H sur 9, donne: 
pB(p2) = (p-unite) BR (mod p2M) (2.17) 
en particulier 
DRZO (mod PM); (2.18) 
de plus par (2.6.1) l’opkrateur bp2- lTr est divisible par pC(~-1-‘r)pl(p2- ‘)I, 
soit par ppel si r<p et par pp-2 si r = p. Done si r < p, B’X, est bien 
divisible par pr+(p-l)-p = p’-‘. Si r = p on a d’apres (2.17): 
(bTQP E (p-unite) .pp. Do (mod pp + 2M). 
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D’aprks (2.3.4) on a: 
D(p2)” - aPD(p) (mod p Diff), 
comme D(p) = Dp/p! il vient 
(SW)p z (p-unitt)pP-lITp (mod pfp+l)M); 
d’oti 
= (p-u&) e 
P 
(mod pP-‘M) 
c 0 (mod pp- ‘M); 
en effet, par (2.6.1), pour la premibre congruence on utilise le fait que 
Dp2-‘-p appartient g pp-‘134 et pour la deuxiGme congruence, le fait que 
iJp2- ’ appartient $ ppM. Ainsi EfpX,, est bien divisible par pp- ‘. 1 
Application 
Posons pour f E 9 
LI-(n) = UT-)(O) y~pc~P/(P2-ul’ 
Par (2.6.1) il s’agit d’un Clement de 8. Soit a et m des entiers > 0. On 
suppose m 2 1, et on d&it par rtkurrence sur m 1’Clkment (d:&)(n) de.Q 
par: 
(&Lf)04 = Lf(n + P”(P* - 1)) - Lf(n) 
AzLf= A,(A:-‘LJ. 
TH~OR~ME 2.7 (N. Katz). Pour tous entiers a, m, n>O on a les 
“congruence de Kummer” 
(AyL,-)(n) = 0 
sip#2oua=O (2.7.1) 
En particulier, on a: 
LJn+p”(p*- 1))~ L/(n) (mod p”). (2.7.2) 
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De plus supposons n f 0, p, 2p, . . . . (p- 1)p (mod p2- 1) alors sipf2 ou si 
a =.O, on a: 
&(~+P”(P~-l))=&(n) (mod pa+ ‘). (2.7.3) 
Preuue (essentiellement celle de [Ka2]). On a 
y”-(~IzL~)(n)= (X$- 1)” 
et (2.7.1) rksulter de (2.6.1); de plus (2.7.2) est le cas particulier m = 1 de 
(2.7.1). Pour prouver (2.7.3) Ccrivons 
y”(Lf(n+p”(p2- l))-&(n)) 
=wc- ‘)p’np,g-“’ (f)(O) 
=D(X;“- 1) 
P 
comme n $0, p, 2p, . . . . (p- 1)p (mod p2 - l), il est facile de vkrifier que: 
Cnpl(p2-1)1=C(n-l)~l(p2-1)1 
(cf. [Ka2, lemme 3.131) de sorte que D-l est un tltment de pcnpi(P2- ‘)lM 
d’aprbs (2.6.1). II s&it alors de montrer que 
B(x;“- 1)EO (modp”+‘M) (sip#2oua=O); (2.19) 
or si a = 0, c’est la congruence (2.18); si p # 2 on a: 
A-;“-l=((&-l)+l)P”-1 
done 
xi”- 1 -p”(X,- 1) (mod p”+ lA4); (2.20) 
car si k>2, ({)(X0-- l)“=(~“;‘)(p“/k)(X,- l)k est divisible par 
P [II+ k(’ - ‘h~-“p(~)~ et on a k( 1 - l/p) - u,(k) 3 1. Multiplons (2.20) par D, 
par (2.18) on voit que p”+ ’ divise b(Xg - 1). 1 
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3. fkEUVE DE PI ET P2 
On reprend les notations du 51. En particulier K est un corps quadrati- 
que imaginaire et p un nombre premier inerte dans K et 2 3. On designe 
par R le complete p-adique de l’anneau des entiers OK de K. 
Soit I? le groupe formel associe a E/R muni du parametre t = -2x/y. 
L’egalitt du $1: [ --~p](x, y) = (xp2, yp2) sur la courbe reduite E/lFp2 
entraine que 
[--Ep](t)d2 (mod ~R[[tll). 
11 est bien connu (cf. [L-T]) que cette congruence assure que k est de 
Lubin-Tate de hauteur 2 pour l’uniformisante -cp de R. En particulier le 
groupe des endomorphismes de 6 est isomorphe a R. Par suite il existe un 
parametre X= t+Cirz e,t’ (ei E R) pour i? tel que 
[ -&p]X= -&pX+P2 (3.1) 
or la racine de l’unite E = c(p) de K s’identifie a une racine de l’uniti dans 
R done sp2-’ = 1 et on sait (via le logarithme par exemple) que cela 
entraine que [s] X= EX de sorte que (3.1) tquivaut a 
[p]X=pX- c-‘xp2 (3.2) 
c’est a dire que 8 est isomorphe au groupe G( --EC’). Posons z = L(X), de 
sorte que la fonction B de Weiertrass attachee au couple (E, dz) (ou au 
modele (E)) s’tcrit: 
od les BH(n), n 2 4, sont les nombres de Bernoulli-Hurwitz attaches au 
riseau des p&odes de 9 (homothttique d’un ideal de K). Soit be OK 
premier a p, on pose: 
fb(W = (1 - cPl*)(l -~2C~I*w~z))~ z = L(X); 
oti [N]*g(x) = g(CWV, done CW* GW)) = BW(CNIW) = 
S(NL(X)) = B(ZVz). D’oti: 
avec 
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On sait que g(z) = Xp2B(X), BER[[X]] (cf. preuve du lemme 3.1 ci 
apres, on en deduit quefb(X)ER[[X]] et on a: 
c’est a dire que fb E 9. De plus comme on a: 
1 d d 
D=--=- 
L’(X) dX dz 
il vient 
Wfd(O) = c(n), 
de sorte que pour p > 3 les nombres 
d~r(1-b”+2)(1-p”)BH(n+2) 
L(n) = 
y~pcv/(Pz- 111 n+2 ’ 
od y a et6 dilinie par (2.9), verifient les congruences de (2.7.1), (2.7.2) et 
(2.7.3) du theoreme 2.7; en particulier P2 est un cas particulier de (2.7.1). 
Preuve de Pl. Pour c E 0, premier a 2p, on pose: 
Fc(z) =ga(,)-VW 1v2 
i;o~c\(o) F-%r (3.3) 
od E, dtsigne le groupe des points de c-torsion de E, 06 le produit est pris 
sur un systeme complet de reprbentants de E,\{O} modulo ( + 1 }, et oh 
N(c) est la norme de c. L’hypothese c premier a p entraine que les nombres 
Y(zo) sont p-entiers et engendrent une extension non ramifite (done 
contenue dans 8, cf. $1) de R. De plus, si l’on regarde F,(z) comme 
fraction rationnelle en 1/8(z), ses coefficients appartiennent a R. On a 
(cf. [Rob2]): 
z2(F,(z))=N(c)-l+ c (c”-N(c))S,z” (3.4) 
na2 
ou comme dans le $1, on a pose S, = n! MI(n); quand a S2, il est dtfinit 
de la man&e classique (cf. [Robl, $01 par exemple). Considtrons formelle- 
ment la serie G,(X) obtenue en substituant L(X) a z dans F,(z). Ecrivons: 
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posons f(X) = (X/L(X))(z(dlog/dz) F,(z)J.=.&, comme L(X) = X+ 
0Xp2+t12X2p2-1 (mod X2p’) on a X/L(X) = 1 - 8Xp2-’ + (Q2 - 19,) X2p2-2 
(mod X2p2-‘), d’ou: 
p2 - 3 
f(X)=N(c)- 1 + c (&N(c)) SkXk 
k=2 
+((C~‘---~(c))Sp2~1-(N(C)-1)e)X~2-- 
P2-3 
+ k;2 ((k-l)(Ck-~(c))8&+(ck+P2-1-~(C))&+p2-~)Xk+p2-’ 
+ &9- 1) (mod X2p2-1) (3.5) 
s=(ez-8,)(N(c)-1)+(p2-2)e(P2-‘-N(c))S+, + (c2(p2--1)-N(c)) 
s2cp*- 1,. 
LEMME 3.1. La shief(X)~R[[X]]. 
Preuve. On sait (cf. [Tat] par exemple) que 
P(z) = r2‘4(t), A ENcul* 
comme on a t z X (mod X2) dans R[ [Xl], on peut ecrire: 
9(z) = x -2B(X), BENCXII* 
d’ou en portant dans (3.3), il vient 
G,(X) = X N(c) - 1 . U(x), ~~Nt-Xll* 
done X(dlog/dX) G,(X) = N(c) - 1 + XU’/UE R[ [Xl], comme dL/dXE 
1 + XR[[X]] (par le lemme 2.1) le lemme en rbulte. 1 
Regardant toujours les nombres Sk, k pair 2 2, comme elements de 
R@ Q via le plongement de H dans R@ Q associe a l’ideal premier p de 
H (cf. $1) on a done 
COROLLAIRE 3.2. Pour tout entier k E [2, p2 - 31 et k # p + 1 le nombre 
Sk de H est p-entier et on a 
(k-1)&=EpS,+,*-, (mod P), (3.2.1) 
&-I =ps,*-, (mod P), (3.2.2) 
-ps,* - , - EPS2(P2 - 1) (mod P). (3.2.3) 
En effet d’apres le lemme, les coefficients du second membre dans (3.5) 
sont p-entiers, comme k # p + 1 on peut choisir c E 0, premier a p tel que 
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ckfN(c) (mod p) et en divisant (3.5) par ck -N(c) on en diduit (3.2.1) 
(3.2.2) et (3.2.3) compte tenu de la relation p0= ----l/(1 -pp2-l) et du 
fait que f12 est p-entier (cf. lemme 2.1). 
Montrons que Pl resulte de (3.2.1); posons k = n + 2, on a 
L(n)= (1 -bkW -Pk-Y 
k-2 C(k-2)pl(p2-l~l 
(k-l)! Sk; 
Y P 
comme b est p-entier il suflit de verifier si: 
(k-l)!Sk ; ,’ 
CV-2)pl(p2--l)l 
(k+p’-2)! s 
(mod P), 
P 
yp -lp[(k-2)p/(p2-l)+p] k+p2--l 
or si k # p + 1, celle ci est a l’unite p-adique (k - 2)!/pC(k-2)p’cpZ- ‘)I p&s la 
congruence (3.2.1) pour k # p2 - 1 et resulte de (3.2.3) compte tenu du 
facteur 1 - bk, si k = p2 - 1 ainsi que de la congruence. 
(“~~“‘) = 1 (mod p). 
Enfin si k=p+l, n=p-1 est $O,p, 2p,..., (p-1)p (modp*-1)et 
P, rtsulte de la congruence (2.7.2) du th. 2.7. 
4. CALCUL DE L( - 2) 
Soit m, UEN, m fix&, k=mp“(p*-l), n=k-2, et: 
.(I -pk-*).BH(k). 
On se propose de montrer que 
lim 
cl’ +cc 
(L(n)) = -log,(b) .$ (1 -p-‘)( - 1) 
od log, disigne le logarithme p-adique. 
Comme on a 
L(mp”(p’- 1)+2)=L(mp”+‘(p2- 1)+2) (mod pa+ ‘) 
la limite a gauche dans (4.1) existe et elle est independante de m. 
Preuue de (4.1). Soit c E K premier a p. Posons: 
e,(x) = n (Y(z) - %o)) -t z = L(X) 
zoeE,- (O} 
(4.1) 
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EC Ctant le groupe des points de c-torsion de E. Ainsi 8, est lie a la fonction 
G, definie par (3.3), par e,(X)= (G,(X))‘2. On sait (par un argument 
classique de comparison de poles et zeros) qu’il existe une constante C dans 
une extension de IR tel que: 
ec(CPlw = c I-I ~cW+,c 1). 
CPln=o 
Soit b E K premier a p. Posons: 
‘Jc(CblW fkm = e,(x) . 
Puis 
fb p(,)=fb(cpIx; 
cfi(-u)p * 
Reprenons la preuve du lemme 3.1 on voit que 
fb ,(A-)= b12(N(c)-1)(1 -PZ’(l +x4(X)), A EN-Cull 
et par construction 
Posons alors 
I-l h,p(X+d)= 1. 
cPll=o 
03 log, est ditini comme suit: Soit K un corps p-adique, m son ideal maxi- 
mal et U son groupe des unites, le logarithme p-adique est d&i sur les 
unites principales 1 + m, m E m par: 
(--mlk log,(l+m)= - C 7 
k>l 
et etendu a U en posant log,(c) = 0 pour [ racine de l’unite. Si maintenant 
R est l’anneau des entiers de K, pour f E (R[[X]])*, f = b(1 +X&Y)) 
(bEU, AcR[[X]]) on pose 
log,(f)=log,(b)- c (-x;(x))k. 
k31 
On a alors: 
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LEMME 4.1. log, est caract~ris~ par: 
(1) log,([) = 0 pour c racine de l’unitk. 
(2) (WXWx,(f)) = f’GO!W) pour tout f E WC [Xl I)*. 
(3) Soit gE (m, X) I’idPul engendrt par m et X duns R[ [Xl], 
(log,f)(gW) =log,(fMW)) pour toutf E (NCXlI)*. 
Preuve. log, v&Se (1) et (2), (3) s’obtient en dkrivant et en comparant 
les termes constants. Inversement soit cp: (R[ [Xl])* -+ R[[X]] vhifiant 
(11, (2), et (3). Par (2) et Cl), dl+X)= -Ck51((-X)klk), par (3), 
cp(l +m)= -Ckal ((-m)k/k) pour mEm. I 
Reprenons la fonction f (X) = log,(f,,,(X)), on a done 
(1) fE(R@Q)(X) 
(2) c~p,i=ofw+~4=o 
(3) ~(f)=(ll~‘(x)).(d/dX)(f)~RCCXIl. 
On a un prolongement kvident de Diff $ (R @ Q)[[X]] ce qui permet 
de poser pour n E N 
L/(n) = WfW) ynpcnPlw- 1)’ 
Comme on a D = d/dz, par le devellepement (3.4) on a: 
L 
f 
(n) = qcn _ Ntc)) (b” - 1 )(P” - P’) Bff(n) 
ynpCnPl(PZ- 11 n 
L,(O) = 12(N(c) - l)(l - p2) log,(b). 
Prenons n = pa(p2 - 1 ), alors: 
Lf(n)-Lf(0)=(X~-l)(f)(O) 
= C((&- l)+ I)““- 11(f)(o) 
ce qui s’kcrit : 
LI(")--L/(O)=(~~*(PkYI:)S(Xo--I)*-'((X,-l)(f)))(o). (4.2) 
Comme f virifie C cp,l=of(X+gA) = 0, on s’attend A ce que 
(X0 - 1 )(f) = H(f ). Toutefois on a un probltme de convergence dans H(f) 
du au fait que f n’est pas p-entier. 
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LEMME 4.2. Pour tout entier n E N, nD(n)eD .Diff. 
Preuve. Dans Diff[ [ U] ] on a (cf. proposition 2.1) 
F D(n) U” = exp(D .L( U)) 
dkrivons par rapport 21 U, il vient: 
xnD(n) U”=D.L’(U).~D(n)U” 
n n 
ce qui prouve le lemme compte tenu du fait que L’(U)E R[[X]]. [ 
COROLLAIRE. H(f) est dCjhi, de plus H(~)ER[[X]] et on a 
(X0 - 1 Kf) = WI. 
Preuve. Posons q = p2 - 1, on a: 
H(f)= c p; ( - l/a)‘. (rqWd(f)). 
r,2 
Or rqD(rq)(f) = (61Cment de Diff)(D(f)) E I?[[X] J, comme pr-‘/r et 
p-entier pour p > 3 et r 2 2, et 3 0 p-adiquement, la strie H(f) converge 
vers un tlkment de R[ [Xl] et on a: 
DWf) = WW-)I = Vo - 1 NW-)) car D(f)~9 
= D(Wo - 1 Kf)) 
done H(f) - (X0 - l)(f) = C’. Le premier membre vkrifie 
&,+, g(X+EA)=O, d’od C’=O. 1 
Reprenons (4.2), le second membre a done une valuation p-adique 
2 [a - v,(k) + (k - 1 )( 1 - l/p)] 2 a 
done &(n) - Lf(0) + 0 quand a -+ + co, I’expression de L( -2) en resulte. 
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